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Abstract—Cle travail est consacré a la modélisation numérique de I’hydrodynamique et du transfert de
matiére en 4coulement axial laminaire non-établi dans un espace annulaire. Les équations complétes de
conservation de la quantité de mouvement et de la matiére sont résolues par une méthode aux éléments
finis a I'aide du code FIDAP. En ce qui concerne le probléme hydrodynamique, les résultats présentés dans
ce travail sont en accord avec les prédictions numériques et les données expérimentales disponibles dans la
littérature. Nous avons notamment confirmé le fait que le profil de la composante axiale de vitesse est
caractérisé par deux pics de vitesse au voisinage de chacun des cylindres de I'espace annulaire. Ce phénoméne
est principalement imputable a I'influence du terme de diffusion longitudinale de la quantité de mouvement.
La résolution de I’équation compléte de diffusion-convection nous a permis d’expliciter I'influence du terme
de diffusion longitudinale de la matiére, négligé lors de I'utilisation des hypothéses simplificatrices de la
théorie de la couche limite. Ce terme doit absolument étre pris en compte pour une prédiction correcte
du transfert de matiére en régimes hydrodynamique et diffusionnel non établis. © 1997 Elsevier
Science Ltd.

1. INTRODUCTION

L’analyse du développement simuitané des couches
limites hydrodynamique et diffusionnelle dans diffé-
rentes géométries revét une importance considérable
lors du dimensionnement d’appareils industriels. Les
développements simultanés des profils de vitesse et de
température dans un espace annulaire cylindrique ont
fait I’objet de nombreuses études théoriques visant &
prédire le transfert de chaleur par convection forcée
ou mixte. Parmi ces études, nous pouvons citer les
travaux de Heaton et al. [1], dans le cas d’un espace
annulaire fixe, ol. ceux de El-Shaarawi et Sarhan [2,
3] traitant notamment du cas d’'un cylindre intérieur
tournant. Pour la plupart des fluides, a I’exception des
métaux liquides, le nombre de Prandtl, Pr = pC,v/J,
est compris entre 1 et 10. Par conséquent, les épais-
seurs des couches limites visqueuse et thermique sont
voisines, ce qui autorise I'utilisation des hypothéses
de la théorie de la couche limite pour simplifier les
équations du mouvement et de conservation de la
chaleur [4], et permet notamment de négliger le terme
de diffusion longitudinale de la température, 3*T/07%,
devant la diffusion radiale de cette entité. En résolvant
ces équations simplifiées, par des méthodes implicites
aux différences finies, Shah et Farnia [5] ou Garg [6],
ont analysé I’hydrodynamique dans la zone d’entrée
d’un espace annulaire, et Terhmina et Mojtabi [7] ont

T Auteur auquel la correspondance doit étre adressée

pu prédire correctement le transfert de chaleur dans
les mémes conditions.

Par contre, le nombre de Schmidt, Sc = v/D, carac-
téristique du transfert de matiére, est de l'ordre de
1000 pour un liquide. Dans ce cas, Legentilhomme et
Legrand [8] ont montré que "utilisation des hypothé-
ses de la théorie de la couche limite pour simplifier
I’équation de diffusion—convection de la matiére peut
conduire 4 une sous-estimation trés importante du
transfert de masse par rapport aux résultats expéri-
mentaux disponibles dans la littérature [9]. Il semble
que pour de tels nombres de Schmidt, il n’est plus
légitime de négliger la diffusion longitudinale de la
matiére, 0°C/0z?, devant la diffusion radiale [8].
L’omission de ce terme privilégie 'incidence de la
composante radiale du vecteur vitesse qui a tendance &
homogénéiser la concentration de I’espéce transférée,
diminuant ainsi le gradient pariétal de concentration
régissant le transfert de matiére [8]. Par ailleurs, le
fait de négliger la vitesse radiale dans 1’équation de
conservation de la matiére conduit & une augmenta-
tion substantielle des coefficients de transfert de masse
{8, 9]. Cette tendance, bien que moins prononcée, a
également été observée par Coney et El-Shaarawi [10]
dans le cas du transfert de chaleur a I'entrée d’un
espace annulaire pour des nombres de Prandtl voisins
de I'unité.

Le présent travail est consacré 4 une modélisation
numérique de ’hydrodynamique et du transfert de
matiére lors de ’écoulement axial laminaire d’un
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NOMENCLATURE
Cou C, concentration ou fraction massique R, rayon du cylindre extérieur de I’espace
de P’espéce transférée annulaire (m)
(molm~3oukgkg™ Re = R,U/v nombre de Reynolds basé sur
C,, concentration ou fraction massique le rayon du cylindre extérieur
moyenne de ’espéce transférée Sc¢ =v/D nombre de Schmidt
(mol m~3 oukgkg™") Shg = {5 Sh,dz nombre de Sherwood
G, capacité calorifique du fluide global
Jkg 'K Sh, = 2(R,— R)k/D nombre de Sherwood
D coefficient de diffusion de I’espéce local
transférée (m*s") U vitesse moyenne débitante dans
d, diamétre des billes constituant la ’espace annulaire (m s™')
section d’entrée de la cellule (m) U, composante radiale de vitesse
g(C,) fonction définie par I’équation (11) (ms™)
h(C,) fonction définie par I’équation (13) uf=u,/U composante radiale de vitesse
i(C,) fonction définie par I’équation (14) adimensionnelle
k coefficient local de transfert de matiére u, composante axiale de vitesse
(ms™') (ms™)
L longueur d’entrée hydrodynamique u¥=u,/U composante axiale de vitesse
(m) adimensionnelle
L*  longueur de la surface de transfert (m) z coordonnée axiale (m)
N = R,/R, rapport géométrique de ’espace z* = z/R, coordonnée axiale
annulaire adimensionnelle.

P pression (Pa)

p* = p/pU* pression adimensionnelle
Pe = ReSc nombre de Péclet
Pr=pC,/A nombre de Prandtl

r coordonnée radiale (m)

r* = r/R, coordonnée radiale
adimensionnelle

R, rayon du cylindre intérieur de I’espace

annulaire (m)

Symboles grecs

A conductivité thermique du fluide
Wm™'K™)

P masse volumique du fluide (kg m™?)

v viscosité cinématique du fluide
(m?s™h.

fluide Newtonien incompressible dans la région d’en-
trée d’un espace annulaire cylindrique. Contrairement
aux travaux cités précédemment, nous avons résolu les
équations complétes de Navier—Stokes et de diffusion-
convection en utilisant un code aux éléments finis
(Fluids Dynamics Analysis Package, “FIDAP” [11]).
La méthode aux éléments finis permet d’étudier des
géométries siéges d’écoulements complexes et a notam-
ment fait ses preuves pour le traitement d’hydro-
dynamiques non-établies [12, 13]. Le principal objectif
de ce travail est d’analyser U'incidence de la diffusion
longitudinale de la concentration, *C/0z?, sur le trans-
fert de masse entre le liquide et le cylindre intérieur de
I’espace annulaire de maniére a prédire correcte-
ment les résultats expérimentaux disponibles dans la
littérature.

2. DESCRIPTION DU PROBLEME

2.1. La géométrie étudiée
La cellule annulaire correspond a la géométrie em-
ployée dans de précédents travaux par Legrand et al.

[14], pour mesurer les gradients pariétaux de vitesse sur
le cylindre intérieur en utilisant des micro-électrodes
travaillant en paroi inerte, et par Ould-Rouis et al.
[9] pour étudier le transfert de matiére local 4 I'aide
de micro-électrodes insérées dans une paroi active. La
cellule expérimentale, d’une longueur totale voisine de
600 mm est constituée de deux cylindres coaxiaux de
rayons R, = 25 mm et R, = 18 mm pour les cylindres
extérieur et intérieur respectivement (Fig. 1). L’intro-
duction du fluide s’effectue par 4 entrées axiales sé-
parées de 90° les unes des autres, alimentant un lit de
billes de verre de 2 mm de diamétre supportées par
une grille de plastique. Le profil de vitesse axiale 4 la
sortie d’un tel dispositif a été mesuré, puis exprimé
sous la forme d’une fonction de la coordonnée radiale,
par Cheng et Hsu [15]. Dans la cellule décrite
précédemment, Ould-Rouis et al. [9] ont montré, en
mesurant les profils de vitesse axiale par anémométrie
laser, que I’écoulement peut étre considéré comme
établi (profil de vitesse axial suivant la loi de Poiseuil-
le) 4 des distances, L., comprises entre 25 et 35 mm
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Cylindre intérieur
[~ (rayon Ry =18 mm )
Cylindre extérieur
(rayon R, =25 mm )

z=0 “r
™
Lit de billes
dp= 2mm
Entrées axiales

Fig. 1. Cellule expérimentale utilisée par Ould-Rouis et al.
[9] et modélisée dans le présent travail.

pour des nombres de Reynolds basés sur la vitesse
débitante et sur lz diamétre hydraulique de I’espace
annulaire, 2(R,— R)), variant de 100 a 1000.

2.2. Mise en équation du probléme

Considérons ’écoulement axial axisymétrigue d’un
fluide Newtonien incompressible, en régime perma-
nent et sans génération de chaleur. En adoptant le
systéme de coordonnées représenté sur la Fig. 1, les
équations du mouvement se réduisent a:

1
WAVt = —Vp*+ Vit M

ol u*, le vecteur vitesse, et p*, la pression, sont des
grandeurs adimensionnelles. Re est le nombre de Rey-
nolds basé sur le rayon du cylindre extérieur de Ies-
pace annulaire (Re = R,U}v), Ureprésentant la vitesse
moyenne débitante.

Par ailleurs, I’équation de continuité s’écrit :

Vu* = 0. @

En absence de réaction chimique, I'équation géné-
rale de diffusion-convection de la matiére prend la
forme:

1
- -
w*vC, PeV(VC") 3

ou C, représente la fraction massique de I’espéce trans-
férée, D son coefficient de diffusion moléculaire dans
la solution, Pe étant le nombre de Péclet (Pe = Re Sc¢).

Les grandeurs adimensionnelles sont définies de la
fagon suivante:
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u, et u, désignent, respectivement, les composantes
axiale et radiale du vecteur vitesse.

Pour calculer les deux composantes de la vitesse, la
pression et la concentration, il est nécessaire de se
donner les profils de vitesse et de concentration (ou
de la fraction massique de espéce transférée) a 1'en-
trée de la cellule (z* = 0), ainsi que les valeurs de la
vitesse et de la concentration sur les parois de I’espace
annulaire (r* = N = R)/Ryetr* = 1).

Les conditions d’adhérence aux parois s’écrivent :

r*=N et r*=1

&)

w}=u¥=0 pourz*>0 et

Dans la section d’entrée, nous avons supposé la
vitesse radiale nulle (u* = 0) et deux profils initiaux de
vitesse axiale ont été utilisés :

(i) Vitesse axiale uniforme, ce qui constitue I’hypo-
thése communément admise dans la plupart des tra-
vaux théoriques [5, 16-18]:

uf=1 Vr* en z*=0. (6)

(ii) Vitesse axiale non uniforme, distribution pré-
dite par Cheng et Hsu [15] a la sortie d’un milieu
poreux. Celle-ci est une fonction de rayon, r, du rapport
caractéristique de 'espace annulaire, N = R,/R,, et
du diamétre des billes de verre, d,, constituant la
section d’entrée (Fig. 1).

En ce qui concerne le transfert de matiére fluide-
paroi de I'espace annulaire, nous avons adopté les
conditions aux frontiéres correspondant aux travaux
expérimentaux de Legentilhomme et Legrand [19, 20]
et de Ould-Rouis ez al. [9], qui ont étudié le transfert
de masse sur le cylindre intérieur d’une cellule annu-
laire en utilisant une méthode électrochimique consis-
tant 4 mesurer le courant limite de diffusion issu de
la réduction d’ions ferricyanures sur une cathode de
nickel. Dans ce cas, les conditions aux frontiéres sont
les suivantes :

C, = 0.0006408 Vr*
C, =0.0006408 en r*=1

en z*=0

et zx>0

C,=0 en r*=N et z*>0 (7)
ot la valeur 0.0006408 correspond 4 la fraction massi-
que des ions ferricyanures dans la solution €lectrolyti-
que utilisée par Legentilhomme et Legrand [19, 20] et
Ould-Rouis et al. [9], correspondant 4 une concentra-
tion en ferricyanure de potassium (K;Fe(CN);{™)
égale a 107° mol 1=! dans une solution de soude a
1 mol 17! contenant du ferrocyanure de potassium
(K Fe(CN)¢~)a510">mol 17,
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2.3. Maillage et méthode de résolution

Pour résoudre le systéme d’équations (1) a (3), nous
avons employé le code de calcul aux éléments finis
FIDAP [11]. Nous avons créé une maille en deux
dimensions (I’écoulement étant axisymétrique) com-
posée de 20900 éléments quadrilatéres 4 4 noeuds.

Ce maillage permet d’assurer la convergence et la
stabilité de la méthode de résolution quelles que soient
les valeurs des paramétres géométriques (N = R,/R,)
et hydrodynamiques (Re, Sc) utilisées dans la suite de
ce travail. Bien que la résolution des équations du
mouvement nécessite un maillage beaucoup moins fin,
I’étude du transfert de matiére pariétal requiert un
raffinement du maillage beaucoup plus élevé au voisin-
age du cylindre intérieur siége du transfert de masse.
En effet, la couche limite diffusionnelle est beaucoup
plus fine que son homologue hydrodynamique. Par
conséquent, les éléments au voisinage de la paroi
interne doivent étre de trés faibles dimensions et
suffisamment nombreux dans la direction radiale de
maniére & échantillonner correctement la couche
limite diffusionnelle, assurant ainsi, pour une
configuration donnée, I'indépendance du coefficient
de transfert de matiére calculé par rapport au maillage
utilisé.

Les équations (1) a (3) ont été résolues en utilisant
un algorithme de ségrégation, lequel évite le traitement
de 'ensemble du systéme d’équations en une seule
étape. En effet, la matrice du systétme global est
décomposée en sous-matrices dans lesquelles chacun
des degrés de liberté du probléme (composantes de
vitesse, pression, concentration) est associé a une seule
équation de conservation. Ces sous-systémes sont
résolus en série par une procédure d’élimination de
Gauss, la convergence globale du processus étant
assurée par une méthode itérative. Cette procédure
permet de diminuer la quantité de mémoire nécessaire,
chacune des matrices des sous-systémes étant stockée
et traitée séparément.

3. ANALYSE DES RESULTATS

3.1. Hydrodynamique

Le but de ce travail n’est pas d’étudier en détail
I'’hydrodynamique de I'écoulement axial annulaire,
celle-ci ayant fait I'objet de nombreux travaux numéri-
ques dont le lecteur pourra trouver une synthése
exhaustive dans le travail de Nouar er al. [18] qui
résume et compare les différentes méthodes, tant ana-
lytiques que numériques, permettant de calculer I'évo-
lution des profils des composantes axiale et radiale du
vecteur vitesse. Cependant, de maniére a valider le
champ de vitesse issu de notre code aux éléments finis,
nous avons représenté, sur la Fig. 2, I’évolution des
profils de la composante axiale de vitesse, u¥= u./U,
en fonction de la coordonnée radiale adimensionnelle,
r* = r/R,, pour différentes positions axiales par rap-
port 4 ’entrée de 'espace annulaire. Les profils présen-
tés sur la Fig. 2 ont été obtenus pour un nombre de
Reynolds égal a 583, correspondant 4 une configura-
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Fig. 2. Distribution de la composante axiale de vitesse pour

N =0.72: (a) profil initial uniforme (Re = 583); (b) profil

initial correspondant 4 la sortie d’un milieu poreux
(Re = 583).

tion étudiée expérimentalement par Ould-Rouis ez al.
[9]. La Fig. 2(a) correspond & une vitesse axiale uni-
forme 4 I’entrée, la Fig. 2(b) étant issue de I'utilisation
dela distribution de vitesse axiale en sortie d’un milieu
poreux établie 4 partir des travaux de Cheng et Hsu
[15]. Les profils de vitesse donnés sur la Fig. 2 sont
caractérisés par 2 pics de vitesse encadrant un mini-
mum dont la position radiale est confondue avec celle
correspondant au maximum de vitesse axiale observé
en régime pleinement développé (profil de Poiseuille).
Ces pics de vitesse sont évidemment plus prononcés
dans le cas du profil initial correspondant 3 la sortie
d’un milieu poreux (Fig. 2(b)), pour lequel les 2 pics
sont initialement présents du fait de 'augmentation
locale de la porosité au voisinage des parois de la
section d’entrée de la cellule annulaire (Cheng et Hsu
[15]). Cependant, comme le signalent Nouar et al.
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[18], ces survitesses locales ne sont pas uniquement
imputables au profil initial, car elles apparaissent
également, bien quz de maniére moins prononcée, en
employant une vitesse initiale uniforme (Fig. 2(a)).
De plus, Abarbanel ef al. [21] ont prouvé que cette
forme de profil de vitesse ne résulte pas de 'amplifica-
tion d’éventuelles erreurs de troncature inhérentes a
Pemploi d’une méthode numérique. Des profils de
vitesse axiale semblables & ceux présentés sur la Fig. 2
ont été précédemment observés par Wang et Longwell
[22] dans un canal droit, ou par Friedman et al. [23]
et Mohrotra et Patience [24] dans un tube, en résol-
vant les équations compliétes du mouvement. Par
contre, 'emploi des hypothéses de la théorie de la
couche limite pour simplifier les équations du mouve-
ment entraine la disparition des pics de vitesse [8-10].
Ces pics semblent par conséquent engendrés par les
termes de diffusion longitudinale de la quantité de
mouvement (0%u,/0z et 8%u,/0z°) négligés lors de I'utili-
sation des hypothéses de la couche limite [4].

Sur les Fig. 2(b,c), nous avons également comparé
nos résultats numeériques avec des profils de vitesse
mesurés par Quld-Rouis et al. [9], par anémométrie
Laser Doppler dars la cellule schématisée sur la Fig.
1. Pour les faibles valeurs de la coordonnée axiale
adimensionnelle, les résultats numériques issus du
code aux é¢léments finis sont relativement différents
des résultats expérimentaux de Ould-Rouis ez al. [9],
les deux pics de vitesse étant amplifiés par rapport
a ceux observés expérimentalement. Ce fait semble
principalement imputable au profil initial de vitesse
axiale issu des travaux de Cheng et Hsu [15] qui est
caractérisé par des vitesses particuliérement élevées
au voisinage des parois, et probablement surévaluées
pour la configuration expérimentale de Ould-Rouis et
al. [9]. En effet, le profil de vitesse en sortie d*un milieu
poreux a été obtenu par Cheng et Hsu [15] en résolvant
analytiquement les équations du mouvement dans un
lit de spheéres caractérisé par un profil radial de poro-
sité tenant compte de I’existence de chemins préféren-
tiels le long des parois. Le profil de porosité est lié a
la réalisation du milieu poreux. Ainsi, il est tout 4 fait
possible que les pics de vitesse soient surestimés par
I’équation de Cheng et Hsu [15]. Cependant pour des
cotes axiales réduites, z*, supérieures a environ 0.7
(Fig. 3(b)), les profils de vitesse axiale calculés 4 l'aide
du logiciel FIDAP sont en accord tout a fait satisfai-
sant avec les données expérimentales de Ould-Rouis
et al. [9]. Pour un nombre de Reynolds plus élevé, les
effets du décalage entre le profil initial de Cheng et
Hsu [15] et celui issu de la configuration expérimentale
de Ould-Rouis et al. [9] se font sentir plus loin le long
de I’espace annulaire. Cependant, pour des valeurs de
z* supérieures a 1, les résultats numériques traduisent
correctement les données expérimentales.

Sur la Fig. 3, nous avons représenté les profils de la
composante radiale du vecteur vitesse correspondant
4 la vitesse axiale représentée sur la Fig. 2(b). La
vitesse radiale est dirigée des parois vers le centre de
P’espace annulaire et présente la méme allure que celle
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Fig. 3. Distribution de la composante radiale de vitesse cor-
respondant a la vitesse axiale représentée sur la Fig. 2(b).
N =0.72 et Re = 583.

calculée par Legentilhomme et Legrand [8] en résol-
vant les équations simplifiées de la couche limite par
une méthode de différences finies. Comme ’ont signalé
ces auteurs, 'existence d’une vitesse radiale dirigée des
parois vers le centre de l’espace annulaire (Fig. 3)
a tendance a homogénéiser le fluide, entrainant par
conséquent une diminution du gradient pariétal de
concentration qui régit le transfert de masse. Nous
reviendrons sur ce point dans le paragraphe suivant
consacré a I’analyse du transfert de matiére.

A partir des profils de la composante axiale du
vecteur vitesse calculés numériquement, nous avons
déterminé la longueur d’entrée hydrodynamique rap-
portée au rayon du cylindre extérieur de ’espace annu-
laire, L/R,. Par analogie avec les travaux de Ould-
Rouis et al. [9], L est la position axiale & partir de
laquelle le profil de la vitesse axiale admet un maxi-
mum dont la valeur est & 1% celle obtenue en régime
établi, la composante radiale de la vitesse étant alors
nulle. Pour les deux profils initiaux de vitesse axiale
décrits précédemment, dans un espace annulaire de
rapport des rayons N = R,/R, = 0.72, L/R, est pro-
portionnel au nombre de Reynolds

o Vitesse axiale uniforme en z* = 0:

L
R= 5.36 107*Re. ®)

2
o Vitesse axiale de Cheng et Hsu [15] en z* = 0:

L -3
= 4.73107°Re. )

2

3.2. Transfert de matiére liquide—paroi du cylindre
intérieur

Sur la Fig. 4, nous avons représenté un exemple
de résultats illustrant P'intensité du transfert local de
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Fig. 4. Comparaison du transfert local de matiére déterminé

en résolvant I’équation de diffusion—convection compléte

avec celui calculé en utilisant les hypothéses de la théorie de

la couche limite et celui obtenu en écoulement pleinement

développé. Profil initial de vitesse uniforme. N = 0.80,
Re = 500 et Sc = 1000.

matiére entre le fluide en écoulement axial non-établi
et le cylindre intérieur d’un espace annulaire de
rapport caractéristique N = R|/R, =0.8, pour un
nombre de Reynolds, basé sur R,, égal a 500 et un
nombre de Schmidt de 1000, et ceci pour une vitesse
axiale uniforme a lentrée. Le transfert de masse est
caractérisé par un nombre de Sherwood local, Sh.,
défini par:

_2(R,—R)k _2(1-N) o€,

Sh; D T Cc, or* N

(10)

k représente le coefficient local de transfert de matiére
et C,q la fraction massique moyenne en espéce transfé-
rée (C,o = 0.0006408).

Sur la Fig. 4, nous avons également représenté le
nombre de Sherwood local déterminé par Turitto [17]
en présence d’un profil hydrodynamique pleinement
développé. On peut remarquer que le transfert de
matiére calculé en écoulement axial non-établi en
résolvant I’équation de diffusion—convection compléte
(relation (3)) est supérieur, dans la zone d’entrée, 4
celui obtenu en écoulement pleinement développé par
Turitto [17], et ceci méme en utilisant un profil initial
de vitesse axiale uniforme. Pour des valeurs de z*
supérieures a environ 0.2, ce qui correspond a une
distance de I’ordre de 5 mm pour un cylindre extérieur
de 25 mm de rayon, I'intensité du transfert de masse
devient comparable 4 celle prédite par Turrito [17] en
écoulement établi, cette distance augmentant dans le
cas de l'utilisation d’une vitesse axiale initiale non
uniforme [9].

Sur la Fig. 5, nous avons comparé les résultats
numériques issus de notre code aux éléments finis avec
des données expérimentales de Ould-Rouis et al. [9]
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obtenues au moyen d’une technique électrochimique
mettant en oeuvre des microélectrodes de nickel
insérées dans le cylindre intérieur, lui méme en nickel,
de la cellule annulaire schématisée sur le Fig. 1. Nous
pouvons remarquer que l'utilisation du profil initial
de vitesse axiale établi par Cheng et Hsu [15] et la
résolution de I’équation de diffusion—convection com-
pléte conduisent a une prédiction tout a fait acceptable
du transfert local de matiére dans la géométrie sché-
matisée sur la Fig. 1. Les fortes valeurs du nombre
de Sherwood local, calculées a la base de I'espace
annulaire revétent une importance particuliére lors du
dimensionnement d’appareillages dans lesquels
le transfert débute dés l’entrée du fluide dans le
dispositif.

A partir de résultats expérimentaux concernant le
transfert local de matiére sur le cylindre interne du
dispositif représenté sur la Fig. 1, Ould-Rouis et al.
[9] ont établi une équation de corrélation caractérisant
le transfert de matiére local. L’intégration de cette
relation sur une longueur, L*, correspondant a la lon-
gueur de la section de transfert, la couche limite diffu-
sionnelle se développant dés ’entrée du fluide dans la
cellule, permet de calculer le nombre de Sherwood
global, Shg.

Sur la Fig. 6, nous avons représenté Shg en fonction
du nombre de Schmidt pour deux valeurs du nombre
de Reynolds et une section de transfert d’une lon-
gueur, L*, égale au rayon, R,, du cylindre extérieur de
I’espace annulaire. Nos résultats numériques, obtenus
par intégration du nombre de Sherwood local, sont
tout & fait en accord avec les données expérimentales
de Ould-Rouis ez al. [9], confirmant notamment le fait
que l'intensité du transfert de matiére sur le cylindre
interne est proportionnelle au nombre de Schmidt
élevé a la puissance 1/3.

1000 T T T I T I T l T lj I T I T [ T
900 3
500 5 Ould-Rouis et al. [9] E
700 ® Re=5%7 E
600 — % - Re=800 -
g”soof A Re =1037 =
3 —————  Présent travail E

400 3
300 3
200 E
100 - 3
L I L B Bt S B B
00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10

* =
z I/Rz

Fig. 5. Comparaison du transfert local de matiére déterminé

dans le présent travail avec les données expérimentales de

Ould-Rouis et al. [9]. N = 0.72 et Sc = 1255 pour différents

nombres de Reynolds. Profil initial de vitesse axiale d’aprés
Cheng et Hsu [15].
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Sur la Fig. 4, nous avons également représenté les
résultats obtenus par Legentilhomme et Legrand [8]
en résolvant 1’équation de diffusion—convection sim-
plifiée avec les hypothéses de couche limite. Comme
Pont signalé ces auteurs, dans ces conditions, Sh, est
trés inférieur a la valeur obtenue en écoulement établi ;
ce fait est en total désaccord avec les résultats expéri-
mentaux de Quld-Rouis ez al. [9] et de Qi et Savinell
[25] qui ont montré que, dans la zone d’entrée d’un
espace annulaire ou entre deux plaques paraliéles, I'in-
tensité du transfert de masse est plus importante qu’en
régime laminaire pleinement développé. D’aprés
Legentilhomme et Legrand [8], cette anomalie semble
due 4 l'incidence négative, sur Pintensité du transfert
de masse, de la composante radiale du vecteur vitesse
qui a tendance & homogénéiser le fluide sur toute la
section de I’espace annulaire puisqu’elle est dirigée
des parois vers le centre de I'espace inter-cylindres.
L’allure des profils de vitesse radiale est admise par
tous les auteurs ayant résolu le probléme hydrodyna-
mique en utilisant ou non les hypothéses simplifica-
trices de couche limite appliquées aux équations de
Navier—Stokes [8--10, 18]. Cependant, u, peut attein-
dre 10% de la composante axiale de vitesse (Fig. 2(b)
et 3), ce qui semble contraire aux conditions d’applica-
tion des hypothéses simplificatrices de la couche limite
[4] qui stipulent notamment que u,/U doit étre d’au
moins un ordre de grandeur inférieur a u,/U. D’aprés
Legentilhomme et Legrand [8], la vitesse radiale a une
incidence négative surestimée sur le transfert de masse,
augmentant considérablement le terme u,0C,/0r* dans
I’équation de diffusion—convection et le rendant du
méme ordre de grandeur que le terme 1,0C,/0z*. Nous
supposons que cet accroissement n’est pas compensé
par la diffusion longitudinale de 1a matiére, 6*C,/0z*2,
qui n’est pas prise en compte dans I’équation simplifiée
avec les hypothéses de couche limite. La résolution
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compléte de ’équation (3), tenant compte de la diffu-
sion longitudinale, devrait permettre d’équilibrer cet
effet de la vitesse radiale sur le transfert de matiére.
Pour vérifier ce fait, nous avons caractérisé 'influence
de la diffusion longitudinale par le rapport suivant :

0’C,
0z%?
c) = 1
9(C,) 7c, 106, 0G 09))]
ot T o g

Les différents termes de I’équation (11) ont été cal-
culés a partir de corrélations de type loi puissance des
profils de concentration issus du code FIDAP. Quel
que soit le nombre de Schmidt, au voisinage du cylin-
dre interne et immédiatement a Pentrée de la cellule,
la diffusion longitudinale de la masse peut représenter
prés de 80% du membre de droite de ’équation de
diffusion—convection. Cependant, comme l’illustre la
Fig. 7, Pincidence de la diffusion longitudinale de la
matiére, 0C,/0z*2, décroit d’autant plus rapidement,
lorsque Fon s’éloigne de la section d’entrée, que le
nombre de Reynolds est élevé. En effet, lorsque Re
augmente, la couche limite diffusionnelle se développe
plus rapidement, la diffusion longitudinale de la
matiére devenant alors négligeable devant le terme de
diffusion radiale.

Les résultats représentés sur la Fig. 7 ne permettent
pas, a eux seuls, d’expliquer le fait que les hypothéses
simplificatrices de la théorie de la couche limite [4]
soient justifiées pour les faibles valeurs du nombre de
Schmidt et conduisent & des prédictions fortement
erronées du transfert de matiére dans le cas de forts
nombres de Schmidt, en présence d’un écoulement
axial non-établi, comme nous I'avons montré lors
d’'une précédente investigation numérique (Legen-
tilhomme et Legrand [8]). Pour analyser 'incidence de
la composante radiale du vecteur vitesse, nous avons
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Fig. 7. Influence du nombre de Reynolds sur la diffusion
longitudinale de la matiére pour Sc = 1000, N = 0.8.
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Fig. 8. Influence relative de la diffusion longitudinale de la
matiére par rapport au termes convectifs de I’équation de
conservation de la matiére. N = 0.8, Re = 500 et S¢ = 1000.

comparé les différents termes intervenant dans ’équa-
tion de diffusion—convection de la matiére. En adop-
tant le jeu de variables adimensionnelles définies par
I’équation (4), I’équation de conservation de la

matiére peut s’écrire :
oC, G, 1 [e*Cc, 1 @ aC,
e :
r¥ or* or*
(12)

oz* U or* ~ ReSc 0z%2
Sur la Fig. 8, nous avons représenté en fonction de
z*, pour Sc = 1000 et Re = 500, les rapports k(C,) et
i(C,) définis par:

*
z

o*C,

1 0z*?
ReSc | 4G,
.

?oz*

0*C,

1 0z*?

HCo) = Rese | aC,
e e

h(C,) =

(13)
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Pour une valeur élevée du nombre de Schmidt, la dif-
fusion longitudinale de la matiére semble négligeable
devant les deux termes de transport convectif (Fig.
8). Cependant, comme I’illustre la Fig. 9, pour des
nombres de Schmidt modérés (1 < Sc < 100), la
diffusion longitudinale de la matiére compense le
terme de transport radial (*¢C,/or*), alors que ce
n’est pas le cas pour un nombre de Schmidt égal a
1000. Ce fait confirme les travaux de Legentilhomme
et Legrand [8] qui ont montré que pour de faibles
valeurs du nombre de Schmidt, ’équation de diffusion
convection simplifiée en utilisant la théorie de la
couche limite, dans laquelle on néglige le terme 8*C,/
0z*?, permet de prédire correctement le transfert de
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matiére en présence d'un écoulement annulaire axial
non-établi, que ’on tienne compte ou non de la vitesse
radiale. Par contre, pour Sc¢ = 1000, le fait de négliger
la diffusion longitudinale de la matiére tout en tenant
compte du transport radial conduit & une sous-évalua-
tion trés importante du coefficient de transfert fluide-
cylindre intérieur de la cellule annulaire par rapport
aux données expérimentales disponibles dans la
littérature.

4. CONCLUSIONS

La modélisation numérique de ’hydrodynamique
et du transfert de matiére en présence d'un écoulement
axial laminaire non-établi dans un espace annulaire
cylindrique a été réalisée en utilisant un code aux
éléments finis (FIDAP, [11]) permettant de résoudre
les équations complétes du mouvement et de diffu-
sion—convection de la matiére. Nous avons montré
que les profils de vitesse axiale prédits sont en accord
tout a fait satisfaisant avec d’autres travaux numéri-
ques, d’une part, et avec des résultats expérimentaux
disponibles dans la littérature [9], d’autre part. La
résolution des équations de Navier—Stokes complétes
et du bilan de matiére a montré 'influence de la diffu-
sion longitudinale de la quantité de mouvement qui
engendre des survitesses au voisinage des cylindres de
I’espace annulaire. Ce comportement n’apparait pas
en utilisant les équations simplifiées de la théorie de la
couche limite dans lesquelles la diffusion longitudinale
est négligée {8, 9, 18].

En ce qui concerne le transfert de matiére liquide—
cylindre intérieur de ’espace annulaire, nous avons
montré que le terme de diffusion longitudinale revét
une importance particuliére immédiatement a 1’entrée
de la celiule. Sa prise en compte dans I’équation de
diffusion-convection de la matié¢re conduit a une pré-

Re =500 r*=0.8005 o]
o BN .
7] O Sc=100 Ej
20000 — A Se=1000 ]

|
| T AR

00 01 02 03 04 05 06 07

7*=uR,
Fig. 9. Influence du nombre de Schmidt sur P'incidence rela-
tive de la diffusion longitudinale de la matiére par rapport

au terme de convection radiale de I’équation de conservation
de la matiére. N = 0.8 et Re = 500.
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diction du transfert local tout a fait acceptable par
rapport aux résultats expérimentaux de Ould-Rouis
et al. [9] dans unc telle configuration. La diffusion
longitudinale de la masse ne peut €tre négligée pour
des nombres de Schmidt de I’ordre de 1000, contraire-
ment a la diffusion longitudinale de la température,
pour des nombres de Prandtl voisins de I'unité, dans
un écoulement similaire [10].
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INFLUENCE OF LONGITUDINAL DIFFUSION ON LIQUID-WALL MASS TRANSFER
IN DEVELOPING AXIAL LAMINAR FLOW IN AN ANNULUS

Abstract—This work deals with the numerical modelling of hydrodynamics and mass transfer in developing
laminar axial flow in an annulus. Complete momentum and mass conservation equations are solved by a
finite element method using the FIDAP code. Concerning the diffusional problem, the results are in keeping
with numerical predictions and experimental data available in the literature. We have particularly confirmed
the fact that the axial velocity profile is characterized by velocity peaks in the vicinity of each cylinder of
the annulus. This phenomenon is mainly due to the influence of the momentum longitudinal diffusion
term. Resclution of the complete diffusion—convection equation allowed us to clarify the influence of the
mass longitudinal diffusion term, neglected when using hypotheses of the boundary layer theory. The
diffusion term must be taken into account for a correct prediction of the mass transfer in developing
hydrodynamic and diffusional flow regimes. © 1997 Elsevier Science Ltd.



