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Abstract-Cc travail est consacre a la modelisation numtrique de l’hydrodynamique et du transfert de 
matiere en ecoulement axial laminaire non-etabli dans un espace annulaire. Les equations completes de 
conservation de la quantite de mouvement et de la matibre sont resolues par une methode aux elements 
finis a l’aide du code FIDAP. En ce qui concerne le probltme hydrodynamique, les resultats present&s dans 
ce travail sent en accord avec les predictions numeriques et les donntes experimentales disponibles dam la 
litttrature. Nous avons notamment confirm6 le fait que le profil de la composante axiale de vitesse est 
caracttrist par deux pits de vitesse au voisinage de chacun des cylindres de l’espace annulaire. Ce phenomtne 
est principalement imputable a l’influence du terme de diffusion longitudinale de la quantite de mouvement. 
La resolution de l’equation complete de diffusion-convection nous a permis d’expliciter l’inkence du terme 
de diffusion longitudinale de la matitre, neglige lors de l’utilisation des hypotheses simplificatrices de la 
thtorie de la couche limite. Ce terme doit absolument etre pris en compte pour une prediction correcte 
du transfert de mat&e en regimes hydrodynamique et diffusionnel non Btablis. 0 1997 Elsevier 

Science Ltd. 

11. INTRODUCTION 

L’analyse du developpement simultane des couches 
limites hydrodynamique et diffusionnelle dans diffe- 
rentes geometries rev&t une importance considerable 
lors du dimensionnement d’appareils industriels. Les 
developpements simultanes des profils de vitesse et de 
temperature dans un espace annulaire cylindrique ont 
fait l’objet de nombreuses etudes theoriques visant a 
predire le transfert de chaleur par convection for&e 
ou mixte. Parmi ces etudes, nous pouvons titer les 
travaux de Heatosn et al. [l], dans le cas d’un espace 
annulaire fixe, oti. ceux de El-Shaarawi et Sarhan [2, 
31 traitant notamment du cas d’un cylindre interieur 
tournant. Pour la plupart des fluides, a l’exception des 
metaux liquides, le nombre de Prandtl, Pr = pC,v/A, 
est compris entre 1 et 10. Par consequent, les epais- 
seurs des couches limites visqueuse et thermique sont 
voisines, ce qui autorise l’utilisation des hypotheses 
de la theorie de la couche limite pour simplifier les 
equations du mouvement et de conservation de la 
chaleur [4], et permet notamment de ndgliger le terme 
de diffusion longitudinale de la temperature, a2T/az2, 
devant la diffusion radiale de cette entite. En rtsolvant 
ces equations simplifiees, par des methodes implicites 
aux differences fi:nies, Shah et Farnia [5] ou Garg [6], 
ont analyi l’hydrodynamique dans la zone d’entree 
dun espace annulaire, et Terhmina et Mojtabi [7] ont 

t Auteur auquel la correspondance doit Btre adresste 

pu predire correctement le transfert de chaleur dans 
les m&mes conditions. 

Par contre, le nombre de Schmidt, SC = v/D, carac- 
teristique du transfert de matihe, est de l’ordre de 
1000 pour un liquide. Dans ce cas, Legentilhomme et 
Legrand [8] ont montre que l’utilisation des hypothb 
ses de la theorie de la couche limite pour simplifier 
l’equation de diffusion-convection de la mat&e peut 
conduire a une sous-estimation tres importante du 
transfert de masse par rapport aux resultats experi- 
mentaux disponibles dans la litterature [9]. 11 semble 
que pour de tels nombres de Schmidt, il n’est plus 
legitime de negliger la diffusion longitudinale de la 
mat&e, a2C/dz2, devant la diffusion radiale [8]. 
L’omission de ce terme privilegie l’incidence de la 
composante radiale du vecteur vitesse qui a tendance a 
homogeneiser la concentration de l’espece transferee, 
diminuant ainsi le gradient par&al de concentration 
regissant le transfert de mat&e [8]. Par ailleurs, le 
fait de negliger la vitesse radiale dans l’equation de 
conservation de la mat&e conduit a une augmenta- 
tion substantielle des coefficients de transfert de masse 
[8, 91. Cette tendance, bien que moins prononcte, a 
egalement Bti observee par Coney et El-Shaarawi [lo] 
dans le cas du transfert de chaleur a l’entree dun 
espace annulaire pour des nombres de Prandtl voisins 
de l’unite. 

Le present travail est consacre a une modelisation 
numtrique de l’hydrodynamique et du transfert de 
mat&e lors de l’ecoulement axial laminaire dun 
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NOMENCLATURE 

C ou C, concentration ou fraction massique 
de l’espece transferee 
(mol me3 ou kg kg-‘) 

C”, concentration ou fraction massique 
moyenne de l’espece transferee 
(mol me3 ou kg kg-‘) 

C, capacite calorifique du fluide 
(J kg-’ K-i) 

D coefficient de diffusion de l’esptce 
transferee (m2 s-l) 

d, diametre des billes constituant la 
section d’entree de la cellule (m) 

g(C,) fonction dtfinie par l’tquation (11) 
h(C,) fonction dtfinie par l’equation (13) 
i(C,,) fonction definie par l’equation (14) 
k coefficient local de transfert de matitre 

(m s-l) 
L longueur d’entree hydrodynamique 

(m) 
L* longueur de la surface de transfert (m) 
N = RJR, rapport gtometrique de l’espace 

annulaire 
P pression (Pa) 
p* = p/p@ pression adimensionnelle 
Pe = ReSc nombre de P&let 
Pr = pC,v/i, nombre de Prandtl 
r coordonnee radiale (m) 
r* = r/R, coordonnee radiale 

adimensionnelle 
R, rayon du cylindre interieur de l’espace 

annulaire (m) 

& rayon du cylindre exdrieur de I’espace 
annulaire (m) 

Re = R2U/v nombre de Reynolds base sur 
le rayon du cylindre exterieur 

SC = v/D nombre de Schmidt 
She = ip0 Sh,dz nombre de Sherwood 

global 
Sh, = 2(R2- R,)k/D nombre de Sherwood 

local 
u vitesse moyenne dtbitante dans 

l’espace annulaire (m s-‘) 
U, composante radiale de vitesse 

(m s-‘) 
u:= u,/U composante radiale de vitesse 

adimensionnelle 
UZ composante axiale de vitesse 

(m s-‘) 
u,* = u=/U composante axiale de vitesse 

adimensionnelle 
Z coordonnee axiale (m) 
z* = z/R, coordonnee axiale 

adimensionnelle. 

Symboles grecs 
1 conductivite thermique du fluide 

(W m-’ K-i) 
P masse volumique du fluide (kg rnm3) 
V viscosite cintmatique du fluide 

(m’ s-l). 

fluide Newtonien incompressible dans la region d’en- 
tree d’un espace annulaire cylindrique. Contrairement 
aux travaux cites precedemment, nous avons resolu les 
equations completes de Navier-Stokes et de diffusion- 
convection en utilisant un code aux elements finis 
(Fluids Dynamics Analysis Package, “FIDAP” [ 111). 
La mtthode aux elements finis permet d’etudier des 
geometries sieges d’ecoulements complexes et a notam- 
ment fait ses preuves pour le traitement d’hydro- 
dynamiques non-Ctablies [ 12, 131, Le principal objectif 
de ce travail est d’analyser l’incidence de la diffusion 
longitudinale de la concentration, a’C/az’, sur le trans- 
fert de masse entre le liquide et le cylindre interieur de 
l’espace annulaire de man&e a predire correcte- 
ment les resultats experimentaux disponibles dans la 
litterature. 

2. DESCRIPTION DU PROBLEME 

2.1. La gPom&rie dtudit?e 
La cellule annulaire correspond a la geometric em- 

ployee dans de precedents travaux par Legrand et al. 

[14], pour mesurer les gradients parietaux de vitesse sur 
le cylindre interieur en utilisant des micro-electrodes 
travaillant en paroi inerte, et par Ould-Rouis et al. 
[9] pour etudier le transfert de mat&e local a l’aide 
de micro-electrodes ins&es dans une paroi active. La 
cellule experimentale, d’une longueur totale voisine de 
600 mm est constituee de deux cylindres coaxiaux de 
rayons R2 = 25 mm et RI = 18 mm pour les cylindres 
exterieur et interieur respectivement (Fig. 1) L’intro- 
duction du fluide s’effectue par 4 entrees axiales st- 
parees de 90” les unes des autres, alimentant un lit de 
billes de verre de 2 mm de diametre support&es par 
une grille de plastique. Le profil de vitesse axiale a la 
sortie d’un tel dispositif a BtC mesure, puis exprime 
sous la forme d’une fonction de la coordonnee radiale, 
par Cheng et Hsu [15]. Dans la cellule d&rite 
preddemment, Ould-Rouis et al. [9] ont montre, en 
mesurant les profils de vitesse axiale par anemometrie 
laser, que l’ecoulement peut &re considere comme 
ttabli @rofil de vitesse axial suivant la loi de Poiseuil- 
le) a des distances, L,, comprises entre 25 et 35 mm 
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z=o 

Cjdin&e intdrieur 
(rayon RI = 18 mm) 

- Cylindre exdrieur 
(rayon R2 = 25 mm) 

Lit de bilks 

I 

dP= 2 mm 

Entdes oxides 
Fig. 1. Cellule expkimentale utiliske par Ould-Rouis et al. 

[9] et modbliske dans le prksent travail. 

pour des nombres de Reynolds bases sur la vitesse 
debitante et sur 11: diametre hydraulique de l’espace 
annulaire, 2(&- R,), variant de 100 a 1000. 

2.2. Mise en tquation du problhe 
Considerons l’ecoulement axial axisymetrique d’un 

fluide Newtonien incompressible, en regime perma- 
nent et sans generation de chaleur. En adoptant le 
systtme de coordonnees representt sur la Fig. 1, les 
equations du mouvement se reduisent a : 

1 
u*vu* = -vp*+ Rev2u* (1) 

ou u*, le vecteur vitesse, et p*, la pression, sont des 
grandeurs adimensionnelles. Re est le nombre de Rey- 
nolds base sur le rayon du cylindre exterieur de l’es- 
pace annulaire (Re = R2U/v), Urepresentant la vitesse 
moyenne dtbitante. 

Par ailleurs, l’equation de continuitt s’ecrit : 

vu* = 0. (2) 

En absence de reaction chimique, l’tquation gene- 
rale de diffusion-convection de la matiere prend la 
forme : 

;u*vc, = $7(VC.) 

od C, represente !la fraction massique de l’espece trans- 
feree, D son coel5cient de diffusion moleculaire dans 
la solution, Pe Ctant le nombre de P&let (Pe = Re SC). 

Les grandeurs adimensionnelles sont definies de la 
facon suivante : 

4 UT u* =- ou - 
Z P 

u u 
z* =- r* =L- p* =- 

R2 R2 PU2 

(4) 

U, et u, designent, respectivement, les composantes 
axiale et radiale du vecteur vitesse. 

Pour calculer les deux composantes de la vitesse, la 
pression et la concentration, il est necessaire de se 
donner les profils de vitesse et de concentration (ou 
de la fraction massique de l’espece transferee) a l’en- 
tree de la cellule (z* = 0), ainsi que les valeurs de la 
vitesse et de la concentration sur les parois de l’espace 
annulaire (r* = N = RI/R2 et r* = 1). 

Les conditions d’adherence aux parois s’ecrivent : 

u,‘=u,*=O pourz*>O et r*=N et r*=l. 

(5) 

Dans la section d’entree, nous avons suppose la 
vitesse radiale nulle (u: = 0) et deux profils initiaux de 
vitesse axiale ont tte utilises : 

(i) Vitesse axiale uniforme, ce qui constitue l’hypo- 
these communtment admise dans la plupart des tra- 
vaux theoriques [S, 16-181: 

ut= 1 Vr* en z*=O. (6) 

(ii) Vitesse axiale non uniforme, distribution pre- 
dite par Cheng et Hsu [ 1.51 a la sortie dun milieu 
poreux. Celle-ci est une fonction de rayon, r, du rapport 
caracteristique de l’espace annulaire, N = R,/R2, et 
du diametre des billes de verre, dp, constituant la 
section d’entrie (Fig. 1). 

En ce qui concerne le transfer? de matiere fluide- 
paroi de l’espace annulaire, nous avons adopt6 les 
conditions aux front&es correspondant aux travaux 
experimentaux de Legentilhomme et Legrand [ 19,201 
et de Ould-Rouis et al. [9], qui ont CtudiC le transfert 
de masse sur le cylindre interieur dune cellule annu- 
laire en utilisant une mtthode tlectrochimique consis- 
tant a mesurer le courant limite de diffusion issu de 
la reduction d’ions ferricyanures sur une cathode de 
nickel. Dans ce cas, les conditions aux front&es sont 
les suivantes : 

C, = 0.0006408 Vr* en z* = 0 

C,, = 0.0006408 en r* = 1 et z* > 0 

C” = 0 en r* = N et z* > 0 (7) 

ou la valeur 0.0006408 correspond a la fraction massi- 
que des ions ferricyanures dans la solution Clectrolyti- 
que utilis&e par Legentilhomme et Legrand [ 19,201 et 
Ould-Rouis et al. [9], correspondant a une concentra- 
tion en ferricyanure de potassium (K3Fe(CN)z-) 
Bgale a 10e3 mol 1-r dans une solution de soude a 
1 mol 1-l contenant du ferrocyanure de potassium 
(K,Fe(CN)i-) a 5 10m2 mol 1-l. 
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2.3. Maillage et mkthode de r&solution 1.6 /,,,,,/,,,,, ,,,, /,,, ,/,/ 

Pour rtsoudre le systeme d’equations (1) a (3), nous 
avons employ6 le code de calcul aux elements finis 
FIDAP [l 11. Nous avons crCC une maille en deux 
dimensions (l’ecoulement ttant axisymetrique) com- 
posee de 20 900 elements quadrilatbes a 4 noeuds. 

Ce maillage permet d’assurer la convergence et la 
stabilite de la mtthode de resolution quelles que soient 
les valeurs des parametres geometriques (N = RI/&) 
et hydrodynamiques (Re, SC) utilistes dans la suite de 
ce travail. Bien que la resolution des equations du 
mouvement necessite un maillage beaucoup moins fin, 
l’etude du transfert de mat&e parietal requiert un 
raffinement du maillage beaucoup plus ClevC au voisin- 
age du cylindre interieur siege du transfert de masse. 
En effet, la couche limite diffusionnelle est beaucoup 
plus fine que son homologue hydrodynamique. Par 
consequent, les elements au voisinage de la paroi 
interne doivent &tre de tres faibles dimensions et 
suffisamment nombreux dans la direction radiale de 
maniere a tchantillonner correctement la couche 
limite diffusionnelle, assurant ainsi, pour une 
configuration don&e, l’independance du coefficient 
de transfert de mat&e calcule par rapport au maillage 
utilise. 

0.72 0.75 0.80 0.85 0.90 0.95 1.00 

1 

~~~~~ 

1.4 

Les equations (1) a (3) ont CtC resolues en utilisant 
un algorithme de segregation, lequel evite le traitement 
de l’ensemble du systbme d’equations en une seule 
Ctape. En effet, la matrice du systeme global est 
decomposte en sous-matrices dans lesquelles chacun 
des degres de liberte du probleme (composantes de 
vitesse, pression, concentration) est associe a une seule 
equation de conservation. Ces sous-systemes sont 
resolus en serie par une procedure d’elimination de 
Gauss, la convergence globale du processus ttant 
assume par une methode iterative. Cette procedure 
permet de diminuer la quantite de memoire necessaire, 
chacune des matrices des sous-systemes Ctant stockee 
et traitee stparement. 

1.2 

0.6 

0.4 

0.2 

0.0 
A jl, ( , ( , , ( / , / , , , , , / , , , , , ,J z*=l.Oll 

0.72 0.75 0.80 0.85 0.90 0.95 1.00 
RI% r*=d& 

M 

3. ANALYSE DES RkSULTATS 

Fig. 2. Distribution de la composante axiale de vitesse pour 
N = 0.72 : (a) profil initial uniforme (Re = 583) ; (b) profil 
initial correspondant B la sortie d’un milieu poreux 

(Re = 583). 

3.1. Hydrodynamique 
Le but de ce travail n’est pas d’etudier en detail tion etudiee experimentalement par Ould-Rouis et al. 

l’hydrodynamique de l’ecoulement axial annulaire, [9]. La Fig. 2(a) correspond a une vitesse axiale uni- 
celle-ci ayant fait l’objet de nombreux travaux numtri- forme a l’entrte, la Fig. 2(b) itant issue de l’utilisation 
ques dont le lecteur pourra trouver une synthese de la distribution de vitesse axiale en sortie d’un milieu 
exhaustive dans le travail de Nouar et al. [18] qui poreux Ctablie a partir des travaux de Cheng et Hsu 
resume et compare les differentes methodes, tant ana- [15]. Les profils de vitesse don&s sur la Fig. 2 sont 
lytiques que numtriques, permettant de calculer l’evo- caracterists par 2 pits de vitesse encadrant un mini- 
lution des profils des composantes axiale et radiale du mum dont la position radiale est confondue avec celle 
vecteur vitesse. Cependant, de man&e a valider le correspondant au maximum de vitesse axiale observe 
champ de vitesse issu de notre code aux elements finis, en regime pleinement developpe (profil de Poiseuille). 
nous avons represent& sur la Fig. 2, l’evolution des Ces pits de vitesse sont tvidemment plus prononces 
profils de la composante axiale de vitesse, u,*= u,/U, dans le cas du profil initial correspondant a la sortie 
en fonction de la coordonnee radiale adimensionnelle, d’un milieu poreux (Fig. 2(b)), pour lequel les 2 pits 
r* = r/RI, pour differentes positions axiales par rap- sont initialement presents du fait de l’augmentation 
port a l’entree de l’espace annulaire. Les profils prtsen- locale de la porositt au voisinage des parois de la 
tes sur la Fig. 2 ont et& obtenus pour un nombre de section d’entree de la cellule annulaire (Cheng et Hsu 
Reynolds Cgal a 583, correspondant a une configura- [15]). Cependant, comme le signalent Nouar et al. 
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[ 181, ces survitessels locales ne sont pas uniquement 
imputables au profil initial, car elles apparaissent 
Cgalement, bien qul: de man&e moins prononde, en 
employant une vitesse initiale uniforme (Fig. 2(a)). 
De plus, Abarbanel et al. [21] ont prouvb que cette 
forme de profil de vitesse ne resulte pas de l’amplifica- 
tion d’eventuelles erreurs de troncature inherentes a 
l’emploi dune methode numerique. Des profils de 
vitesse axiale semblables a ceux presentes sur la Fig. 2 
ont CtC prtctdemment observes par Wang et Longwell 
[22] dans un canal droit, ou par Friedman et al. [23] 
et Mohrotra et Patience [24] dans un tube, en resol- 
vant les equations completes du mouvement. Par 
contre, l’emploi des hypotheses de la theorie de la 
couche limite pour simplifier les equations du mouve- 
ment entraine la disparition des pits de vitesse [8-lo]. 
Ces pits semblent par consequent engendres par les 
termes de diffusion longitudinale de la quantite de 
mouvement (&J,/~z* et ~2~,/@ negligts lors de l’utili- 
sation des hypotheses de la couche limite [4]. 

Sur les Fig. 2(b,c), nous avons Cgalement compare 
nos resultats numkiques avec des profils de vitesse 
mesures par Ould-Rouis et al. [9], par anemometrie 
Laser Doppler dans la cellule schtmatiste sur la Fig. 
1. Pour les faibles, valeurs de la coordonnee axiale 
adimensionnelle, les rtsultats numeriques issus du 
code aux tlementzl finis sont relativement differents 
des resultats experimentaux de Ould-Rouis et al. [9], 
les deux pits de vitesse Btant amplifies par rapport 
a ceux observes experimentalement. Ce fait semble 
principalement imputable au profil initial de vitesse 
axiale issu des travaux de Cheng et Hsu [15] qui est 
caracterise par des vitesses particulierement &levees 
au voisinage des p.arois, et probablement surevaldes 
pour la configuration experimentale de Ould-Rouis et 
al. [9]. En effet, le profil de vitesse en sortie d’un milieu 
poreux a CtC obtenu par Cheng et Hsu [15] en rtsolvant 
analytiquement les equations du mouvement dans un 
lit de spheres caracterise par un profil radial de poro- 
site tenant compte de l’existence de chemins preferen- 
tiels le long des parois. Le profil de porosite est lie a 
la realisation du milieu poreux. Ainsi, il est tout a fait 
possible que les pits de vitesse soient surestimes par 
l’equation de Cheng et Hsu [15]. Cependant pour des 
totes axiales reduites, z*, superieures a environ 0.7 
(Fig. 3(b)), les profils de vitesse axiale calcules a l’aide 
du logiciel FIDAP sont en accord tout a fait satisfai- 
sant avec les donrkes experimentales de Ould-Rouis 
et al. [9]. Pour un nombre de Reynolds plus Cleve, les 
effets du decalage entre le profil initial de Cheng et 
Hsu [15] et celui issn de la configuration experimentale 
de Ould-Rouis et al. [9] se font sentir plus loin le long 
de l’espace annulaire. Cependant, pour des valeurs de 
z* superieures a 1, les resultats numeriques traduisent 
correctement les donnees experimentales. 

Sur la Fig. 3, nous avons represent? les profils de la 
composante radiale du vecteur vitesse correspondant 
a la vitesse axiale represent&e sur la Fig. 2(b). La 
vitesse radiale est dirigte des parois vers le centre de 
l’espace annulaire et presente la meme allure que celle 

-0.15 - 

-0.20 , , , , 1 / , , , , / , / / / , / , , / , , / , 

0.72 0.75 0.80 0.85 0.90 0.95 1.00 
%% r*=r/R 

2 
Fig. 3. Distribution de la composante radiale de vitesse cor- 
respondant 21 la vitesse axiale representee sur la Fig. 2(b). 

N = 0.72 et Re = 583. 

calculee par Legentilhomme et Legrand [8] en rbol- 
vant les equations simplifiees de la couche limite par 
une methode de differences finies. Comme l’ont signale 
ces auteurs, l’existence dune vitesse radiale dirigee des 
parois vers le centre de I’espace annulaire (Fig. 3) 
a tendance a homogeneiser le fluide, entrainant par 
consequent une diminution du gradient par&al de 
concentration qui regit le transfert de masse. Nous 
reviendrons sur ce point dans le paragraphe suivant 
consacre a l’analyse du transfert de mat&e. 

A partir des profils de la composante axiale du 
vecteur vitesse calcules numeriquement, nous avons 
determine la longueur d’entree hydrodynamique rap- 
port&e au rayon du cylindre exterieur de l’espace annu- 
laire, L/R2. Par analogie avec les travaux de Ould- 
Rouis et al. [9], L est la position axiale a partir de 
laquelle le profil de la vitesse axiale admet un maxi- 
mum dont la valeur est P 1% celle obtenue en regime 
etabli, la composante radiale de la vitesse Ctant alors 
nulle. Pour les deux profils initiaux de vitesse axiale 
decrits prtctdemment, dans un espace annulaire de 
rapport des rayons N = RI/R2 = 0.72, L/R2 est pro- 
portionnel au nombre de Reynolds : 

0 Vitesse axiale uniforme en z* = 0 : 

L 
- = 5.36 10F3Re. 
R2 

(8) 

??Vitesse axiale de Cheng et Hsu [15] en z* = 0 : 

L 
- = 4.73 10F3Re. 
R2 

3.2. Transfert de matihe liquide-paroi du cylindre 
intkrieur 

Sur la Fig. 4, nous avons represent& un exemple 
de resultats illustrant l’intensite du transfert local de 
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0 , , , , /I, , , , , , , , , , / , , , 

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0 

Z”=flz 

Fig. 4. Comparaison du transfert local de matibre dttennink 
en rksolvant l’kquation de diffusion-convection compkte 
avec celui calculk en utilisant les hypothkses de la thkorie de 
la couche limite et celui obtenu en Ccoulement pleinement 
dkveloppk. Profil initial de vitesse uniforme. N = 0.80, 

Re = 500 et SC = 1000. 

matike entre le fluide en Ccoulement axial non-ttabli 
et le cylindre intkieur d’un espace annulaire de 
rapport caractkistique N = RI/R2 = 0.8; pour un 
nombre de Reynolds, bask sur R1, Cgal & 500 et un 
nombre de Schmidt de 1000, et ceci pour une vitesse 
axiale uniforme $ Vent&e. Le transfert de masse est 
caracttrise par un nombre de Sherwood local, Shl, 
dCfini par : 

sh = 2(& -4% 2(1 -XI acn =---- 
1 D Go ar* r*=N 

(10) 

k reprtsente le coefficient local de transfert de matike 
et C,, la fraction massique moyenne en espkce transfk- 
r6e (C,, = 0.0006408). 

Sur la Fig. 4, nous avons tgalement repr&sent& le 
nombre de Sherwood local dCtermint par Turitto [ 171 
en prCsence d’un profil hydrodynamique pleinement 
dtveloppC. On peut remarquer que le transfert de 
mat&-e calcult en Ccoulement axial non-ttabli en 
rtsolvant 1’Cquation de diffusion-convection cornpEte 
(relation (3)) est supCrieur, dans la zone d’entrCe, 6 
celui obtenu en &coulement pleinement d&veloppC par 
Turitto [17], et ceci mbme en utilisant un profil initial 
de vitesse axiale uniforme. Pour des valeurs de z* 
sup&ieures 51 environ 0.2, ce qui correspond $ une 
distance de l’ordre de 5 mm pour un cylindre extCrieur 
de 25 mm de rayon, 1’intensitC du transfert de masse 
devient comparable g celle prCdite par Turrito [ 171 en 
Ccoulement Ctabli, cette distance augmentant dans le 
cas de l’utilisation d’une vitesse axiale initiale non 
uniforme [9]. 

Sur la Fig. 5, nous avons cornpark les r&sultats 
num&iques issus de notre code aux tltments finis avec 
des donntes expCrimentales de Ould-Rouis et al. [9] 

obtenues au moyen d’une technique Clectrochimique 
mettant en oeuvre des microClectrodes de nickel 
ins&r&es dans le cylindre intkrieur, lui m&me en nickel, 
de la cellule annulaire scMmatisCe sur le Fig. 1. Nous 
pouvons remarquer que l’utilisation du profil initial 
de vitesse axiale Ctabli par Cheng et Hsu [15] et la 
rCsolution de 1’Cquation de diffusion-convection com- 
p&e conduisent EI une prCdiction tout $ fait acceptable 
du transfert local de mati6re dans la g&omCtrie schC- 
matisCe sur la Fig. 1. Les fortes valeurs du nombre 
de Sherwood local, calculCes $ la base de l’espace 
annulaire rev&tent une importance particulitre lors du 
dimensionnement d’appareillages dans lesquels 
le transfert dCbute d&s l’entrte du fluide dans le 
dispositif. 

A partir de rCsultats expkrimentaux concernant le 
transfert local de mat&e sur le cylindre interne du 
dispositif repr&entC sur la Fig. 1, Ould-Rouis et al. 
[9] ont Ctabli une Cquation de corrklation CaractCrisant 
le transfert de mat&e local. L’intbgration de cette 
relation sur une longueur, L*, correspondant ti la lon- 
gueur de la section de transfer& la couche limite diffu- 
sionnelle se dCveloppant d& l’entrte du fluide dans la 
cellule, permet de calculer le nombre de Sherwood 
global, ShG. 

Sur la Fig. 6, nous avons rep&e&t She en fonction 
du nombre de Schmidt pour deux valeurs du nombre 
de Reynolds et une section de transfert d’une lon- 
gueur, L*, Cgale au rayon, R,, du cylindre ext&ieur de 
l’espace annulaire. Nos rCsultats numkriques, obtenus 
par intkgration du nombre de Sherwood local, sont 
tout g fait en accord avec les donnCes exptrimentales 
de Ould-Rouis et al. [9], confirmant notamment le fait 
que 1’intensitC du transfert de mati&e sur le cylindre 
interne est proportionnelle au nombre de Schmidt 
ClevC & la puissance l/3. 

* Re=800 

Fig. 5. Comparaison du transfert local de mat&e dktermint 
dans le p&sent travail avec les don&es expkmentales de 
Ould-Rouis et al. [9]. N = 0.72 et SC = 1255 pour di&ents 
nombres de Reynolds. Profil initial de vitesse axiale d’aprks 

Cheng et Hsu [15]. 
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Fig. 6. Influence du nombre de Schmidt sur le transfert de 
mat&e global. Colmparaison avec les rksultats exptri- 
mentaux de Ould-Rouis et al. [9]. N = 0.72 et L* = R, = 2.5 

cm. 

Sur la Fig. 4, nous avons Bgalement represente les 
resultats obtenus par Legentilhomme et Legrand [8] 
en resolvant l’equation de diffusion-convection sim- 
plifiee avec les hypotheses de couche limite. Comme 
l’ont signale ces auteurs, dans ces conditions, S/r, est 
trts inferieur a la v,aleur obtenue en ecoulement ttabli ; 
ce fait est en total d&accord avec les resultats experi- 
mentaux de Ould-Rouis et al. [9] et de Qi et Savinell 
[25] qui ont montre que, dans la zone d’entree d’un 
espace annulaire ou entre deux plaques parallbles, l’in- 
tensite du transfert de masse est plus importante qu’en 
regime laminaire pleinement developpe. D’aprb 
Legentilhomme et Legrand [8], cette anomalie semble 
due a l’incidence negative, sur l’intensite du transfert 
de masse, de la colmposante radiale du vecteur vitesse 
qui a tendance a lhomogtntiser le fluide sur toute la 
section de l’espace annulaire puisqu’elle est dirigee 
des parois vers le centre de l’espace inter-cylindres. 
L’allure des proas de vitesse radiale est admise par 
tous les auteurs ayant rtsolu le probltme hydrodyna- 
mique en utilisant ou non les hypotheses simplifica- 
trices de couche limite appliqdes aux equations de 
Navier-Stokes [8--10, 181. Cependant, u, peut attein- 
dre 10% de la composante axiale de vitesse (Fig. 2(b) 
et 3), ce qui semble contraire aux conditions d’applica- 
tion des hypotheses simplificatrices de la couche limite 
[4] qui stipulent notamment que u,/U doit Btre d’au 
moins un ordre de grandeur inferieur a u,/ U. D’aprts 
Legentilhomme et Legrand [8], la vitesse radiale a une 
incidence negative surestimee sur le transfert de masse, 
augmentant considerablement le terme u,aC,/ar* dans 
l’equation de diffusion-convection et le rendant du 
mCme ordre de grandeur que le terme u,X,/az*. Nous 
supposons que cet accroissement n’est pas compense 
par la diffusion longitudinale de la matiere, a’C,/az*‘, 
qui n’est pas prise en compte dans l’equation simplifiee 
avec les hypotheses de couche limite. La resolution 

complete de l’tquation (3), tenant compte de la diffu- 
sion longitudinale, devrait permettre d’tquilibrer cet 
effet de la vitesse radiale sur le transfert de matitre. 
Pour verifier ce fait, nous avons caracterist l’influence 
de la diffusion longitudinale par le rapport suivant : 

a2c, 

g(G) = a2c 

az** 
n 1 ac, a*c, (11) 

:+r*ar*+L 

at-** az** 

Les differents termes de l’equation (11) ont BtC cal- 
cules a partir de correlations de type loi puissance des 
profils de concentration issus du code FIDAP. Quel 
que soit le nombre de Schmidt, au voisinage du cylin- 
dre interne et immediatement a l’entree de la cellule, 
la diffusion longitudinale de la masse peut rep&enter 
pres de 80% du membre de droite de l’equation de 
diffusion-convection. Cependant, comme l’illustre la 
Fig. 7, l’incidence de la diffusion longitudinale de la 
mat&e, ac,jaz ** decroit d’autant plus rapidement, , 
lorsque l’on s’eloigne de la section d’entree, que le 
nombre de Reynolds est Cleve. En effet, lorsque Re 
augmente, la couche limite diffusionnelle se developpe 
plus rapidement, la diffusion longitudinale de la 
matiere devenant alors negligeable devant le terme de 
diffusion radiale. 

Les resultats represent&s sur la Fig. 7 ne permettent 
pas, a eux seuls, d’expliquer le fait que les hypotheses 
simplificatrices de la theorie de la couche limite [4] 
soient justifiees pour les faibles valeurs du nombre de 
Schmidt et conduisent a des predictions fortement 
erronees du transfert de matiere dans le cas de forts 
nombres de Schmidt, en presence dun Ccoulement 
axial non-etabli, comme nous l’avons montrt lors 
dune prectdente investigation numerique (Legen- 
tilhomme et Legrand [8]). Pour analyser l’incidence de 
la composante radiale du vecteur vitesse, nous avons 

3 0.01 
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0.001 

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 03 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0 

z*=dR2 

Fig. 7. Inihence du nombre de Reynolds sur la diffusion 
longitudinale de la matikre pour SC = 1000, N = 0.8. 
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Fig. 8. Influence relative de la diffusion longitudinale de la 
mat&e par rapport au termes convectifs de I’tquation de 
conservation de la mat&e. N = 0.8, Re = 500 et SC = 1000. 

compare les differents termes intervenant dans l’bqua- 
tion de diffusion-convection de la mat&e. En adop- 
tant le jeu de variables adimensionnelles definies par 
l’tquation (4), I’equation de conservation de la 
matiere peut s’tcrire : 

Sur la Fig. 8, nous avons represent6 en fonction de 
z*, pour SC = 1000 et Re = 500, les rapports h(C,) et 
i(C,) d&finis par : 

(13) 

(14) 

Pour une valeur tlevee du nombre de Schmidt, la dif- 
fusion longitudinale de la mat&e semble negligeable 
devant les deux termes de transport convectif (Fig. 
8). Cependant, comme l’illustre la Fig. 9, pour des 
nombres de Schmidt mod&s (1 < SC < loo), la 
diffusion longitudinale de la matike compense le 
terme de transport radial (u~X,,/~r*), alors que ce 
n’est pas le cas pour un nombre de Schmidt &gal a 
1000. Ce fait confirme les travaux de Legentilhomme 
et Legrand [8] qui ont montre que pour de faibles 
valeurs du nombre de Schmidt, l’equation de diffusion 
convection simplifite en utilisant la thtorie de la 
couche limite, dans laquelle on neglige le terme a”C,,/ 
az*2, permet de predire correctement le transfert de 

mat&e en presence dun Ccoulement annulaire axial 
non-Ctabli, que l’on tienne compte ou non de la vitesse 
radiale. Par contre, pour SC r 1000, le fait de negliger 
la diffusion longitudinale de la matiere tout en tenant 
compte du transport radial conduit a une sous-evalua- 
tion trb importante du coefficient de transfert fluide- 
cylindre interieur de la cellule annulaire par rapport 
aux donnees experimentales disponibles dans la 
litttrature. 

4. CONCLUSIONS 

La modelisation numerique de I’hydrodynamique 
et du transfert de mat&e en presence d’un Ccoulement 
axial laminaire non-etabli dans un espace annulaire 
cylindrique a Ctt realisee en utilisant un code aux 
elements finis (FIDAP, [I 11) permettant de resoudre 
les equations completes du mouvement et de diffu- 
sionconvection de la mat&e. Nous avons montre 
que les profils de vitesse axiale predits sont en accord 
tout a fait satisfaisant avec d’autres travaux numeri- 
ques, dune part, et avec des resultats experimentaux 
disponibles dans la litterature [9], d’autre part. La 
resolution des equations de Navier-Stokes completes 
et du bilan de matiere a montre l’influence de la diffu- 
sion longitudinale de la quantite de mouvement qui 
engendre des survitesses au voisinage des cylindres de 
l’espace annulaire. Ce comportement n’apparait pas 
en utilisant les equations simplifiees de la theorie de la 
couche limite dans lesquelles la diffusion longitudinale 
est negligee 18, 9, 181. 

En ce qui concerne le transfert de matiere liquide- 
cylindre interieur de l’espace annulaire, nous avons 
montre que le terme de diffusion longitudinale revet 
une importance particulihe immediatement a l’entrte 
de la cellule. Sa prise en compte dans l’tquation de 
diffusion-convection de la matiere conduit $ une pre- 

Re = SO0 r* = 0.8005 

0 SC=1 

SC = 100 

SC = 1000 
n 

i 
-4 

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 

z*=7lR 2 

Fig. 9. Influence du nombre de Schmidt sur l’incidence rela- 
tive de la diffusion longitudinale de la matitre par rapport 
au terme de convection radiale de l’tquation de conservation 

de la mat&e. N = 0.8 et Re = 500. 
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diction du transfert local tout a fait acceptable par 
rapport aux rksultats expkimentaux de Ould-Rouis 
et al. [9] dans unl: telle configuration. La diffusion 

12. 

longitudinale de la masse ne peut ttre rkgligie pour 
des nombres de Schmidt de l’ordre de 1000, contraire- 
ment g la diffusio:n longitudinale de la tempirature, 13. 

pour des nombres de Prandtl voisins de l’unite, dans 
un Ccoulement sim.ilaire [lo]. 
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INFLIJENCE OF LONGITUDINAL DIFFUSION ON LIQUID-WALL MASS TRANSFER 
IN DEVELOPING AXIAL LAMINAR FLOW IN AN ANNULUS 

Abstract-This work deals with the numerical modelling of hydrodynamics and mass transfer in developing 
laminar axial flow in an annulus. Complete momentum and mass conservation equations are solved by a 
finite element method using the FIDAP code. Concerning the diffusional problem, the results are in keeping 
with numerical predictions and experimental data available in the literature. We have particularly confirmed 
the fact that the axial velocity profile is characterized by velocity peaks in the vicinity of each cylinder of 
the annulus. This phenomenon is mainly due to the influence of the momentum longitudinal diffusion 
term. Rescllution of the complete diffusion-convection equation allowed us to clarify the influence of the 
mass longitudinal diffusion term, neglected when using hypotheses of the boundary layer theory. The 
diffusion term must be taken into account for a correct prediction of the mass transfer in developing 

hydrodynamic and diffusional flow regimes. 0 1997 Elsevier Science Ltd. 


